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Resumen—Esta memoria presenta la resolucion del
control de un modelo de péndulo invertido mediante
controladores PID. Partiendo de wuna funcién de
transferencia que representa al modelo, se analiza la
estabilidad del sistema en lazo abierto incorporandose
posteriormente en un diagrama de bloques como planta del
sistema.

Se afiaden controlador (PID) y actuador (motor DC) para
terminar el diagrama y se anulan los polos y ceros que
vuelven inestable el sistema. Se calcula el lugar de las raices
con el fin de ver la respuesta del sistema.

Finalmente, se citan otras formas de resolver el problema
propuesto, dando a conocer el motivo de realizarlo de la
manera en la que se ha procedido.

Péndulo Invertido, PID, Estabilidad.

L INTRODUCCION

E

1 modelado matematico de sistemas es muy importante en el
ambito de la ingenieria de control.

El sistema con el que se va a trabajar es un sistema de
péndulo (barra de longitud 1) que gira libremente por uno de sus
extremos debido a una articulacion en el otro extremo, situada
sobre un carro movil (figura 1). El carro se desplaza con un
movimiento horizontal debido a la fuerza aplicada u. Se trata de
un sistema inestable, ya que puede desestabilizarse por
completo si la fuerza aplicada no es adecuada. Esta fuerza es
sobre la que se va a realizar la accion de control para controlar
la posicion del péndulo [1].

El resto de la memoria esta estructurada como sigue: En la
seccion II se establece el modelo matematico que representa al
péndulo invertido. En la seccion 111 se analiza la estabilidad del
sistema en lazo abierto. En la seccion IV se calcula el lugar de
las raices del sistema para analizar mejor su comportamiento y
se propone una solucidon, y por ultimo se presentan las
conclusiones en la seccion V.

1L MODELO MATEMATICO DE UN PENDULO INVERTIDO

Se obtiene el modelo matematico del sistema que puede

observarse en la Figura 1 y queda detallado en la Tabla 1.
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Figura 1. Sistema de péndulo invertido sobre un carro.

Simbolo Descripcion
X Posicion horizontal del carro
P Pivote del péndulo
M Masa del carro
m Masa del CG
1 longitud de la barra
I Inercia del péndulo
u Fuerza aplicada
0 Angulo del péndulo

Tabla 1. Simbologia y descripcion del sistema.

Para la simplificacion del sistema, los coeficientes de
rozamiento de las ruedas y del pivote se consideran
despreciables[2].

Se representa la posicion del centro de gravedad en el
extremo del péndulo mediante las siguientes ecuaciones (1) y
2):

Xeg = X + L-sinf (1)
Yeg = L-cos 8 (2)

El movimiento rotacional de la bola queda expresado por la
ecuacion (3), donde F es la componente horizontal de la fuerza
medida en P y Fy la componente vertical.

d?e
dt?

F, = m(;—:z-(x + [-sin6)) (4)

1 =F-l-sin0 — F.-l-cos8 (3)

dZ
dt?

F, = m(5 - (-cos0)) + m-g(5)
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El movimiento horizontal del carrito se define como:

d2
M- =u~—F(6)
Si se toma que 6 es muy cercano a cero (muy pequefio), es
posible simplificar las ecuaciones (3), (4) y (5):

da2e R
I-Wsz-l-Q— 21 (3)
dZ
Eo=m@E+1- 2 @)
F, = m-g (5)

Se sustituye “I =0y combinando las ecuaciones (4”) con (6)
(3°) con (5’) sec obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales:

(M+m)ﬁ+m - —Z= u (7)

2 l dzx l

Se busca obtener la ecuacion diferencial que relaciona 6 con
u sin que aparezca x ni ninguna de sus derivadas. Para ello, se
simplifica la ecuacion (8) dividiendo todo por “m-1”.

.. d?e 4 d?*x _ 0
dez " dez 9

d?x g’

dt2 g 0 - l dtz ( )

Se sustituye la ecuacion (8”) en la ecuacion (7) y se obtiene
la relacion que se buscaba desde un principio y que permite
obtener la funcion de transferencia del sistema que relaciona la
entrada u con .

M + 6 l iad + l- i =
( m)(g dtz) m- dt2 =u

=M+m)g-606 + M-1- 2(9)
Aplicando Laplace (con condiciones iniciales nulas) en la

ecuacion (9) se obtiene la relacion en el dominio de Laplace

(10). Esto permite obtener finalmente la FT del sistema (11).

M-1-52-0(s) — (M+m)-g-0(s) = =U(s) (10)
0(s) _
@ M-l-s2— (M+m)g( D

Se ha decidido tomar el péndulo invertido como un péndulo
invertido montado sobre una rueda, puesto que a efectos de
modelado no afecta en absoluto, pero es posible una
simplificacion posterior del sistema como se puede observar en
la seccion IV. Cabe afiadir que el carro también cambia de

posicion debido a la fuerza ejercida en él para mantener derecho
el péndulo, pero no se ha tenido en cuenta debido a los
problemas que se han tenido para realizar el modelado del
sistema en un principio. Dicho esto, se ha visto como algo util
el no tener este dato en cuenta puesto que permite la traslacion
del péndulo por medio del desplazamiento del centro de masas.

I1I. ANALISIS DE ESTABILIDAD EN L.A.

Se analiza la estabilidad del sistema en lazo abierto con el fin
de encontrar el origen de los posibles problemas de estabilidad
y encontrar soluciéon a los mismos mas adelante afladiendo un
controlador apropiado.

La ecuacion (11) es la funciéon de un sistema de péndulo
invertido general. Para encontrar los polos del sistema se opera
en la ecuacion:

9 _
U(s)

1/(M-1)
= ot (12)

Se puede observar que existen dos polos definidos por:

polos = + /(M+m) 9) (13)

La ecuacion (13) indica que existe un polo positivo y que por
consiguiente el sistema es inestable. Esta inestabilidad sera
posteriormente tratada mediante un controlador PID que
estabilizara el sistema.

Para que la fuerza anule el angulo provocado en el péndulo,
éste debe tomarse en sentido contrario, por lo tanto se modifica
la funcidn de transferencia anteriormente calculada, quedando
ésta asi:

0(s) _ _1/(M:D
m - s2_ ((M+m)g (14)

Una vez tenemos determinado el sistema genérico para
cualesquiera que sean los parametros de nuestro modelo, se
procede a asignar unos valores reales para un caso concreto.

M 0.77 (Kg)
m 0.089 (Kg)
g 9.81 (m/s"2)
1 0.32 (m)

Tabla 2 donde: M es la masa del carro, m es la masa del
péndulo, g es la constante de gravedad aproximada que se ha
tenido en cuenta, y I es la longitud de la varilla del péndulo.
En este punto, se puede ajustar la funcion de transferencia
genérica anteriormente mostrada para nuestro caso, obteniendo:
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6(s)  4.06
U(s) s2—34.2

Por lo tanto, para este caso hay dos polos, tal y como se ha
mencionado anteriormente :
pi=15.848 y p>=-5.848
Se observa que el sistema no tiene ceros.

Iv. SISTEMA EN LAZO CERRADO

Posteriormente se afiadiran un controlador PID y un actuador
al sistema. Para mayor simplificacion, se ha supuesto que el
motor convertira la tension de entrada recibida en fuerza de tal
modo que u(t) = v(t).

El lugar de las raices permite saber como se mueven los
polos en el plano [3]. Es una grafica que representa la evolucion
de los polos del sistema en lazo cerrado al variar la ganancia, a
partir de la funcidn de transferencia en lazo abierto (12).

El sistema en L.A. tiene un exceso polo-cero de dos por lo
que dos ramas tenderan a infinito.

Se adjunta a continuacion una grafica del lugar de las raices
del sistema, calculada en Matlab:

Lugar de las raices con accion proporcional

Imaginary Axis (secomds“)

8 6 4 2 0 2 4 6 8
Real Axis (seconds"]
Figura 2 Lugar de las raices con control proporcional

Puesto que existe un polo a la derecha se puede observar que
uno de los ramales de las raices se extiende hasta el lado
derecho creando una inestabilidad del sistema. Con el fin de
resolver este problema se afiade un polo en el origen o lo que es
lo mismo, un integrador.

Lugar de las raices con controlador integral

(5]
o

Imaginary Axis (seconds'1)

-40 -30 20 10 0 10 20
Real Axis (seconds'1]
Figura 3 Lugar de las raices con control integral

Como se puede ver en la figura 3. hay 3 polos ahora; uno en
el origen y los dos anteriores que ya conociamos. Esto no
termina de solucionar el problema. Afiadir un cero al control
integral movera, las ramas que se adentran en el lado derecho,
hacia el lado izquierdo (pero solo hasta cierto punto).

Una posible solucion es afiadir otro cero. Si situamos ambos
ceros en el lado izquierdo (lado negativo del eje real) entre los
dos polos de la planta del péndulo invertido, ambas ramas del
semiplano derecho tendran que acabar aqui. Esto tirara de las
ramas hacia el semiplano izquierdo de forma efectiva. En la
figura 4 se puede observar que con un doble cero en -1, el efecto
es significativo.

Lugar de las raices con controlador PID
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Real Axis (s.econds’1 )
Figura 4 Lugar de las raices con controlador PID (doble
ceroen-1)

10

Se alejan los ceros en la medida de lo posible del origen
para maximizar este efecto. Con un polo en -5 y otro en -4 es
posible estabilizar el sistema para diversos valores de ‘k’. En
la figura 5 se puede observar como las ramas se extienden mas
que antes por el semiplano izquierdo.
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Lugar de las raices con controlador PID

Imaginary Axis (seconds'1 )
ra [=
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//_ ¥
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Real Axis (seconds'1]
Figura 5 Lugar de las raices con controlador PID (polos en
-5y -4)

Se observa que el sistema es criticamente estable para un
valor de ‘k’ de 1,476 (siendo inestable para valores inferiores).
Para valores de ‘k’ entre 1,476 y 61,18 el sistema es
subamortiguado y por lo tanto tiene rebose. Con un valor de ‘k’
de 61,18 el sistema es criticamente amortiguado y para valores
superiores el sistema es sobreamortiguado.

El diagrama de bloques que sigue el sistema que se ha
disefiado se puede ver en la figura 6. La consigna que se le da
al sistema es la de permanecer con el angulo a cero, y lo que se
plantea controlar es precisamente el angulo frente a las
perturbaciones sobre la planta del sistema. Siendo el PID un

PID ideal.

numis)

Figura 6 Diagrama de bloques del sistema

Es posible ver como se recupera el sistema criticamente
amortiguado ante una entrada escalon en lazo cerrado en la
Figura 7.

Bespuesta escalbn en sistema criticamente amortiguado
B

/ Ay

o

0 1 1 1.5 2 Al

Time (seconds)
Figura 7 Recuperacion del sistema criticamente
amortiguado
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El sistema alcanza un error mayor a 0,001 radian que
después corrige unos 2 segundos después, cosa que es
aceptable.

Es preferible que el sistema sea sobreamortiguado a que sea
subamortiguado puesto que en casos criticos puede convertir
una perturbacion en un movimiento oscilante muy desagradable
y que no cumple en el caso de un control de estabilidad del
sistema. Esto puede verse en la figura 8:

Respuesta escalon en sistema subamortiguado

Amplitude

01 L L L L
5 10 15 20 25

Time (seconds)

Figura 8 Oscilaciones en el sistema subamortiguado

Se ha tomado como valores ‘k’ adecuados de PID ideal, que
se ha ido desarrollando, aquellos que consigan, sin error, una
recuperacion inferior a los 2 segundos y una pérdida de la
posicion inferior a los 0.01 radianes.. Tras experimentar con

varios ajustes, se ha establecido que:
k>10

Si se analiza el diagrama de Bode de la figura 9, se puede
observar que el sistema no tiene tanta ganancia a frecuencias
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altas y que por lo tanto le resulta més dificil compensar las
perturbaciones que se introduzcan en el sistema.

Bode Diagram

o

Magnitude (dB)
S

=]
=]

10° 10"
Frequency (radis)

Figura 9 Diagrama de Bode

V. CONCLUSION

Es posible conseguir el control de un péndulo invertido
mediante un controlador PID siempre y cuando se tenga en
cuenta que hace falta establecer un compromiso entre las dos
salidas a controlar (angulo del péndulo y posicion del carro).

Esto quiere decir que hay que establecer una preferencia
sobre las dos salidas a controlar. De manera que se tiene que
priorizar una sobre la otra para poder realizarlo mediante el PID
propuesto.

Con un control PID se consigue estabilizar el péndulo
invertido, aunque soporte pequeflas perturbaciones alrededor
del eje vertical.

Mediante otro tipo de control que emplea variables de estado
como parte del modelado de la planta, parece posible controlar
sin necesidad de establecer compromiso alguno. Esto es algo a
tener en cuenta en caso de querer continuar con el desarrollo del
tema en cuestion [4]. Seria un control mas preciso, dado que
no consta de la parte de linealizacion, sino que tiene en cuenta
todas las variables de salida necesarias a la hora de modelizar
el sistema.
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      x  c g   =   x   +   l · s i n   𝜃


    y  c g   =   l · c o s   𝜃


  I       d 2 𝜃  d   t 2   =     F  y · l · s i n   𝜃   −     F  x · l · c o s   𝜃


    F  x   =   m   (     d 2  d   t 2 · ( x   +   l · s i n   𝜃 ) )


    F  y   =     m   (     d 2  d   t 2   · ( l · c o s   𝜃 ) )   +   m · g


  M   ·       d 2 x  d   t 2   =   u   −     F  x


  I ·       d 2 𝜃  d   t 2   =     F  y · l · 𝜃   −     F  x · l


    F  x   =   m   (     d 2 x  d   t 2   + l ·       d 2 𝜃  d   t 2 )


    F  y   =     m · g


  ( M + m )     d 2 x  d   t 2   +   m · l   ·       d 2 𝜃  d   t 2   =   u


  m ·   l 2 ·     d 2 𝜃  d   t 2   +   m · l ·     d 2 x  d   t 2   =   m · g · l · 𝜃


  l ·     d 2 𝜃  d   t 2   +       d 2 x  d   t 2   =   g · 𝜃


      d 2 x  d   t 2   =   g · 𝜃   −   l ·     d 2 𝜃  d   t 2


  ( M + m ) ( g · 𝜃   −   l ·     d 2 𝜃  d   t 2 )   +   m · l   ·       d 2 𝜃  d   t 2   =   u


  u   =   ( M + m ) g · 𝜃   +   M · l ·       d 2 𝜃  d   t 2  


  M · l ·   s 2 · 𝜃 ( s )   −   ( M + m ) · g · 𝜃 ( s )   =   − U ( s )


    𝜃 ( s )  U ( s ) =     − 1  M · l ·   s 2 − ( M + m ) · g


    𝜃 ( s )  U ( s ) = −   1 / ( M · l )    s 2 −   ( ( M + m ) · g  M · l


  p o l o s   =   ±    ( M + m ) · g )  M l


    𝜃 ( s )  U ( s ) =   1 / ( M · l )    s 2 −   ( ( M + m ) · g  M · l


    𝜃 ( s )  U ( s ) =   4 . 06    s 2 − 34 . 2

